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RESUMO: As Equacdes Diferenciais € uma importante area de pesquisa na Matematica tanto pelo seu
rigor matematico, quanto por sua multiplicidade de aplicagdes em diversos campos cientificos, como a
fisica, biologia e engenharia. Em todas essas areas do conhecimento nos deparamos com fenémenos
modelados a partir de equagfes diferenciais, tais como, o movimento de fluidos, propagacédo e
detecc¢do de ondas sismicas e balanco de drogas no organismo. No presente trabalho, investigaremos
a existéncia de solugéo para problemas de autovalores com valores de contorno. A ideia consiste em
encontrar todos os valores para o0s quais a solugéo do problema é néo-trivial, chamados de autovalores,
e as autofuncdes associadas a esses autovalores. Tais problema relacionam conceitos da Algebra
Linear e do Calculo Diferencial, além disso, esta incluso em uma grande classe de problemas de valores
de contorno chamada de problemas de Sturm-Liouville, a qual possui propriedades relevantes para o
seu estudo.
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INTRODUCAO

O desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral no século XVII, solucionou
diversos problemas da época, tanto quanto fomentou o surgimento e avanco de novas
areas de pesquisas, entre elas, as Equacdes Diferenciais. A principio, os estudos das
equacdes diferenciais tiveram como foco a solucdo de problemas praticos fisicos. No
entanto, ao longo dos ultimos séculos, observou-se a sua grande relevancia, seja por
apresentar uma matematica rigorosa, seja por sua multiplicidade de aplicacbes em
diversas areas do conhecimento. Segundo Boyce e DiPrima (2015), as equacdes
diferenciais continuam sendo uma area de pesquisa dinamica com muitas questfes
em aberto, e ressaltam que os modelos mais simples podem modelar um fendmeno
fisico importante.

Dentre as aplicacbes importantes envolvendo equacdes diferenciais, destacamos
os problemas de valores de contorno de Sturm-Liouville, que se trata de uma grande
e importante classe de problemas na Matematica, cujo desenvolvimento contribuiu de
forma significativa, no inicio do século XX, com o nascimento da Analise Funcional.
Diante disso, neste trabalho abordaremos um problema incluso na referida classe
conhecido como problema de autovalores cujo objetivo consiste em analisar uma
equacao diferencial definida com valores de contorno a fim de encontrar os valores de
A € R chamados de autovalores para 0 qual a solugdo é néo-trivial. Essas solucdes
nao-triviais sdo denominadas de autofuncdes. O trabalho esta estruturado em dois
topicos: Conceitos Preliminares, onde sera feito um breve resumo dos conteudos
necessarios para o entendimento da resolucdo do problema; e O problema de
autovalores, onde sera apresentado a resolucao do problema proposto.
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1. CONCEITOS PRELIMINARES

Para compreendermos a resolugcdo do problema, é de suma importancia o
conhecimento prévio de alguns conceitos da Algebra Linear e de Equacdes
Diferenciais.

Seja a equacado diferencial de segunda ordem homogénea com coeficientes
constantes

ay"(t) + by'(t) + cy(t) = 0, (1.2)

onde a,b e ¢ sdo constantes dadas. Supondo que y = e™ é uma solugdo de (1.1),
podemos reescrever esta equacao da seguinte forma:

a(r?e™) + b(re™) + c(e™) = 0= e"(ar* + br + ¢) = 0.
Como e™ # 0, dividindo o resultado acima por e, se obtém
ar?+br+c=0 (1.2)

Essa equacdo € chamada de equacdo caracteristica ou equacao auxiliar. Sua
importancia esta no fato de que se r for raiz desta equacao, pode-se concluir que y =
e é uma solucéo para a equacéo diferencial (1.1).

Considerando r; e r, raizes reais da equacgao caracteristica, entdoy, = et ey, =
e™! serdo solugdes para (1.1). Assim, notamos que a equacao (1.2) é uma equacao
do segundo grau com coeficientes reais e, portanto, podemos considerar trés casos
para a solucdo geral da equacéao (1.1).

Caso 1: Ser; e r, séo reais e distintas, entdo a solucéo geral se da na forma
y = ce"t + ¢ et
Caso 2: Ser; e r, S&o reais e iguais, entao a solucéo geral sera
y = cite™t + c,e™t comry =1, = _b/Za

Caso 3: Se r; e r, sdo complexas e conjugadas, ou seja, r; =A+iuer, =1 —ipu,
entdo a solucdo geral é

y = c;e*cos(ut) + c,e*tsen(ut)

Os trés casos acima sao importantes para a analise dos valores de 1 a fim de
verificar se ele é um autovalor do problema em questéo.

2. O PROBLEMA DE AUTOVALORES
Considere o problema

{y”(t) + Ay(t) = O,V t e [O, 77—-] (21)

y(©0) =y(m) =0
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onde 1 € R. Chamamos os valores de A, para os quais existem solucfes nao-triviais
do problema, de autovalores e as solu¢cdes nao-triviais de autofungdes. Como o
problema consiste em encontrar todos os autovalores e as autofuncdes associadas a
esses autovalores, € necessario analisar os valores de A em trés eventos.

Evento 1: Suponha 1 < 0. Neste caso, seja A = —u?, onde u > 0. Entdo, a solugdo
geral de (2.1) é dada por

y(t) = c;cosh(ut) + c,senh(ut).

Para satisfazer a primeira condi¢éo de contorno y(0) = 0, € necessario tomar ¢, = 0.
Da segunda condicao de contorno, temos

y(m) = c,senh(um) =0
0 que implica em ¢, = 0. Logo, o problema (2.1) ndo possui solugdes nao-triviais e,
consequentemente, ndo ha existéncia de autovalores negativos.
Evento 2: Se 1 = 0, a solucdo geral de (2.1) € dada por
y(t) = 1t + cy.
Aplicando as condicfes de contorno, temos y(0) = ¢, = 0 e y(r) = ¢;m = 0, 0 que nos
da c¢; = 0. Logo, para A = 0 o problema (2.1) s6 admite a solucéo trivial, e, portanto,

A = 0 ndo é um autovalor.

Evento 3: Suponha A > 0 e considere A = u?, onde u > 0. Assim, a solucéo geral de
(2.1) é dada por

y(t) = cycos(ut) + c,sen(ut).
Pelas condicbes de contorno,
y(0)=c¢; =0 e y(m) = cysen(umr) = 0.
Interessa-se, em encontrar solugdes ndo-triviais, para isso ¢, # 0. Dessa forma,
sen(un) =sen(Vin) =0 =>Vi=k =1=k? k € L.
Portanto, os autovalores do problema (2.1) séo os quadrados de inteiros, isto €,
M=12,=4,..,1,=n% ., (2.2)
E as autofunc¢des associadas aos autovalores de (2.2) sao

y1(t) = sen(t),y,(t) = sen(2t), ..., y,(t) = sen(nt), ...,
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Como a constante ¢, ndo esta determinada, segue que, os multiplos dessas funcbes
também sdo autofuncgbes para o problema (2.1).

3. CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho proporcionou o estudo introdutério das Equacdes Diferenciais e seus
meétodos de resolucédo, bem como conhecer a historia de alguns célebres matematicos
percursores da teoria. Além disso, oportunizou compreender a importancia da
modelagem matematica para descrever, a partir das equacdes diferenciais, diversos
fenbmenos da natureza, o que impulsionou no aprofundamento teérico de assuntos
da Algebra Linear e do Calculo Diferencial e Integral.

Vimos que a solugdo do problema proposto é uma sequéncia infinita crescente de
senos e gue todos os seus autovalores sao valores reais e distintos, caracteristicas
herdadas dos problemas de Sturm-Liouville. E ainda, verificamos que a existéncia de
solucBes néo triviais ocorre somente para autovalores positivos.

Cabe informar que, o desenvolvimento desse trabalho é resultado do projeto de
Iniciacdo Cientifica aprovado intitulado “Introducdo ao Estudo de EDP na Regido
Tocantina”, sob orientacdo da Prof? Dra? Suellen Cristina Queiroz Arruda,
possibilitando aprofundamento teérico em equacdes diferenciais de modo a realizar
pesquisas nas areas da Matematica Pura e Aplicada, além de preparar para um
possivel ingresso em cursos de pés-graduacao.
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