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Equacoes Diferencials Ordinarias: um estudo sobre
problemas de autovalores
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INTRODUCAO

O desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral no
século XVII solucionou diversos problemas da época, tanto
guanto fomentou o surgimento e avanco de novas areas de
pesquisas, entre elas, as EquacoOes Diferenciais. Ao longo
dos ultimos séculos, observou-se a sua grande relevancia,
sSeja por apresentar uma matematica rigorosa, seja por sua
multiplicidade de aplicacdbes em diversas areas do
conhecimento. Diante disso, neste trabalho abordaremos um
problema conhecido como problema de autovalores cujo
objetivo consiste em analisar uma equacao diferencial
definida com valores de contorno a fim de encontrar o0s
valores de A € R, chamados de autovalores, para 0s quais a
solucao € nao-trivial. Essas solucdoes nao-triviais Sao
denominadas de autofuncoes.

CONCEITOS PRELIMINARES

Seja a equacao diferencial de segunda ordem
homogénea com coeficientes constantes

ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0, (1.1)
onde a,b e ¢ sdo constantes dadas. Supondo que y = e™ é
uma solucao de (1.1), podemos reescrever esta equacao da
seguinte forma:

e (ar® + br +¢) = 0.

Como e™ # 0, dividindo o resultado acima por e™
ar’+ br +c = 0. (1.2)
Essa equacao € chamada de equacao caracteristica.
Considerando r; e r, raizes reais de (1.2), entdo y, = e™! e
y, = e™! serdo solucdes para (1.1). Assim, notamos que a
equacao (1.2) é uma equacao do segundo grau com
coeficientes reais e, portanto, podemos considerar trés
casos para a solucao geral da equacao (1.1).

Caso 1: Se r; # r, sao reais, entao a solucao geral sera
1 2
Yy = Clerlt + Czerzt

Caso 2: Se r; = r, Sao0 reais, entao a solucao geral sera

Yy = Clterlt + Czerzt, com rm =71 = _b/za

Caso 3: Se ry; e r, sao complexas e conjugadas, ou seja,
rn=A+iuer, =1—iu, entao a solucao geral sera

y = cye?cos(ut) + cyettsen(ut)

PROBLEMAS DE AUTOVALORES

Considere o problema

(y'® +2ay(®) =0, vte[o,n]
\ y(0) = y(m) =0,
onde 1 € R. Como o problema consiste em encontrar todos

0S autovalores e as autofuncOes, é necessario analisar 0s
Q/alores de A em trés eventos. Y,

(2.1)
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/Evento 1: Suponha A < 0. Neste caso, seja 1 = —u?, onde
u > 0. Entao, a solucao geral de (2.1) € dada por

y(t) = cycosh(ut) + c,senh(ut).

Para a primeira condicdo de contorno y(0) = 0, € necessario
tomar ¢; = 0. Da segunda condicao de contorno, temos

y(1) = cysenh(um) = 0,
0 que iImplica em ¢, = 0. Logo, o problema (2.1) nao possui
solucoes nao-trivials.
Evento 2: Se 4 = 0, a solucao geral de (2.1) € dada por

y(t) = ¢t + ¢,.

Pelas condicdes de contorno, temos y(0) =c, =0 e y(rw) =
c;m =0, Isto €, ¢c; = 0. Logo, A = 0 nao & um autovalor.
Evento 3: Suponha A > 0 e considere A = u?, onde u > 0.
Assim, a solucao geral de (2.1) é dada por

y(t) = cycos(ut) + c,sen(ut)
Pelas condicbes de contorno, y(0)=c; =0 e y(m) =
c,sen(um) = 0. Interessa-se em ¢, # 0. Dessa forma,
sen(um) = sen(ﬁn) =0=>V1l=n=1=n?% nezZ.
Portanto, os autovalores do problema (2.1) sao o0s
guadrados de inteiros positivos, isto €&,

Al — 1, Az — 4‘, ...,An — nz, . (22)
E as autofuncoes associadas aos autovalores de (2.2) sao

y1(t) = sen(t), y,(t) = sen(2t), ..., y,(t) = sen(nt), ...,

CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho proporcionou o estudo Iintrodutorio das

EquacOes Diferenciais e seus meétodos de resolucao. Alem
disso, oportunizou compreender a Importancia da
modelagem matematica para descrever, a partir das
equacoOes diferenciais, diversos fenOmenos da natureza, o
gue impulsionou no aprofundamento tedrico de assuntos da
Algebra Linear e do Célculo Diferencial e Integral.
Vimos que a solucao do problema proposto € uma sequéncia
Infinita crescente de senos e que todos 0s seus autovalores
sao valores reais e distintos. E ainda, verificamos gque a
existéncia de solucdoes nao ftriviais ocorre somente para
autovalores positivos e Inteiros.
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